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p次Frobenius群に対するNoether問題への考察
星 明考
1. Introduction
kを体，Gを n次対称群 Snの可移部分群とする．また，K = k(X0, . . . ,Xn−1)を k上 n変数有理関
数体とする．群Gは体K に変数X0, . . . ,Xn−1 の置換として作用し，その作用による G-不変体KG を
考察する．Emmy Noether [No18]によって提起された問題 “不変体KG はK 上有理的 ( = 純超越的)
か？” は，群Gに対する k上の Noether問題と呼ばれ長い間研究されてきた．Noether問題及びその周
辺の話題については，例えば本 [Sw83],[Vo98],[JLY02],[GMS03]，論文 [Le74],[Fo84],[Ker98],[Ka01]等
を参照．Noether問題を研究する１つのモチベーションに，ガロア逆問題における k 上の G-Galois拡
大体 (Galois群が Gの Galois 拡大体)の構成が挙げられる．さらには，k上の G-Galois拡大体全体の
構造を把握する問題がある．実際，Noether問題を肯定的に解決する事で，k上の全てのG-Galois拡大
をパラメータの特殊化によって構成できる，k-生成的 G-多項式が得られる事が知られている ([JLY02]
参照)．標数が 0の体 k を考察する場合，k が 1の冪根を多く含んだりして，ある程度大きな体になる
と問題が易しくなる場合がある (例えば Kummer理論等)．しかしながら素体である有理数体  に対す
る考察は，本質的であってかつ難しい．
pを奇素数とする．本稿では p次 Frobenius群 (p次対称群 Sp の可解群である可移部分群)に対する
 上の Noether問題を考察する．p = 3の場合，3次 Frobenius群とは 3次対称群 S3 であって，不変
体は (X0 ,X1,X2)S3 = (s1 , s2, s3)，各 si は i次基本対称式として与えられる．これより p = 3に対
しては Noether問題が肯定的であること，及び  上の超越基底 s1, s2, s3 は簡単に得られる．よって以
下 p = 3とする．p次 Frobenius群に対する Noether問題は，1925年に Furtwa¨ngler [Fu25]によって
研究され，p = 5, 7, 11に対して肯定的に解決された．特に [Fu25]は， 上の超越基底の具体的構成に
成功している．さらに，Masuda [Mas55, Mas68]はこの問題へのアプローチを理論的に整備すると共
に，p = 5, 7, 11に対しての再証明を与えた．位数が pl (但し， l | p− 1)の p次 Frobenius群を Fp,l と
書くことにする．本稿における主定理は以下である．
Main Theorem. p を 23 以下の奇素数， l | p − 1 とする．Fp,l に対する， 上の Noether 問題は
F17,8, F17,16 を除いて肯定解を持つ．特に， 上の超越基底を具体的に構成できる．
我々は Masuda の方法 [Mas55] を基にして，さらに考察，改良を加える事で Main Theorem を得
る．特に， 上超越基底の構成は，-生成的 Fp,l-多項式の具体的な構成手法を我々に提供すること
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に注意しておく．実際，KFp,l = (t1 , . . . , tp) とすれば，Fp,l-Galois 拡大 K/KFp,l を与える多項式
f(t1, . . . , tp;X) ∈ (t1 , . . . , tp)[X]は -生成的である．
以下，Main Theoremの証明のアイデアについて述べる．まず，p次 Frobenius群 Fp,l は指数 lの正
規部分群 N を持ち，N は位数 pの巡回群と同型である (Fp,l/N ∼= Cl)．これより，不変体KFp,l は K
の N-作用による不変体KN の Fp,l-不変体，すなわち (KN )Fp,l とみなす事ができる，但し Fp,l はKN
に対して Fp,l/N ∼= Cl を通じて作用する．しかし，一般には Fp,l の KN への作用は非線型であり，線
型化可能かどうかも定かではない．我々はさらにKN は k上有理的であると仮定することにする (実際，
この仮定は k = , p ≤ 43に対しては成立する)．体 kが標数 0の代数閉体であり，かつ lが素数の場合
には，KN に対する Fp,l-作用は単項作用であり，線型化可能である事が知られている ([Hae71],[Haj83]
参照)．しかしながら一般の場合には，たとえ Fp,lのKN の作用が単項作用であったとしても，その不変
体 KFp,l が有理的かどうかを判定するのは困難である．例えば l = 2の場合でさえも，Saltman [Sa00]
によって，3変数有理関数体 k(X0,X1,X2)への位数 2の単項作用：Xi → mi/Xi, (i = 0, 1, 2)は，kが
標数 2でない無限体かつ k(
√
m0,
√
m1,
√
m2)/k が 8次拡大の場合には，その不変体 k(X0,X1,X2)C2
が非有理的である事が示されている．本稿では Section 3において，k = , p ≤ 23に対して，Fp,l の
KN への作用は線型化可能である事を示す．
Theorem 1. p を 23 以下の奇素数，K = (X0 , . . . ,Xp−1) とする．KCp の  上の超越基底 y0,
η1, . . . , η(p−1)/2, ξ1, . . . , ξ(p−1)/2 であって，Fp,p−1 が y0, η1, . . . , η(p−1)/2 には自明に，ξi には ξ1 →
ξ2 → · · · → ξ(p−1)/2 → −ξ1 と線型に作用するものが存在する．
我々は，Theorem 1を示す事によってMain Theoremを得る．生成的拡大体の理論から，群NC8m
に対する  上のNoether問題は否定的解を持つ事が知られている．これは，-生成的C8m多項式は存在
しない，というよく知られた事実から従う ([JLY02]参照). 群G = F17,8, F17,16に対して，Theorem 1は
“不変体 (X0 , . . . ,X4m)C8m , C8m : X0 → X1 → · · · → X4m → −X0 は  上非有理的 ([Hajja-Kang]
参照)”というよく知られた事実を通じて KG が非有理的である理由を我々に提示している．
2. Preliminaries
本節では，位数 nの巡回群 Cn に対するMasuda [Mas55]の方法と，その /n上の 1次元アフィン
変換 x → bx + aのなす群
Aﬀ(/n) :=





1 0
a b

 ∈ /n




a ∈ /n, b ∈ (/n)∗
	



への拡張を復習する ([Ho05]参照)．奇素数 pに対しては，Aﬀ(/p)∼= Fp,p−1 である．
Kn = (X0 , . . . ,Xn−1)を n変数有理関数体とし，変数Xi の添え字はmodulo nでみることにする．
σn を変数 Xi に対する位数 nの巡回置換
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σn : Xi → Xi+1,
λ ∈ (/n)∗に対して，τλ を X0-不変な置換
τλ : Xi → Xλi
とする．g を固定された ∗p の生成元とすると，Cn, Fp,l はそれぞれ Kn への作用を通じて
Cn ∼= 〈σn〉, Fp,l ∼= 〈σp, τ (p−1)/lg 〉
と同一視できる．Cn に対する不変体KCnn への考察は，非有理的な場合を無限に含む為，一般には難し
い．ここでは，[Fu25], [Mas55]等に従い Lagrange resolvent yi を用いる事で，円分体 (ζn )上にて考
察を行い，それを  上に降下させることを考える．1の原始 n乗根 ζn に対し，
yj :=
n−1

i=0
ζ−ijn Xi, cj,k :=
yjyk
yj+k
, (j, k = 0, . . . , n− 1)
と置く．yj = ymn+j , (j = 0, . . . , n− 1)であるから，yj 及び cj,k の添え字は modulo nで見る事にす
る．Gを Sn の可移部分群とすると，
Kn
G(ζn) = (ζn )(X0, . . . , Xn−1)
G,
(ζn )(X0, . . . ,Xn−1) = (ζn )(y0, . . . , yn−1)
が成り立つ．また，σn, τλ の yj , cj,k への作用は定義から，
σn(yj) = ζn
jyj , σn(cj,k) = cj,k, τλ(yj) = yλ−1j , τλ(cj,k) = cλ−1j,λ−1k
である．さらに，αλ ∈ Gal((ζn )/) を αλ(ζn) = ζλn なる元とすれば
αλ(yj) = yλj , αλ(cj,k) = cλj,λk
となる．不変体 (ζn )(X0, . . . ,Xn−1)Cn は全ての cj,k によって (ζn )上生成され，以下の関係式を満
たす ([Mas55]参照)：
(ζn )(X0, . . . , Xn−1)
Cn = (ζn )(cj,k | 0 ≤ j, k ≤ n− 1),
cj,k =
c1,kc1,k+1 · · · c1,k+j−1
c1,1c1,2 · · · c1,j−1 , (j ≥ 2).
また，ここから
(ζn )(X0, . . . , Xn−1)
Cn = (ζn )(c1,0, c1,1, . . . , c1,n−1) (2.1)
が従う．よって (ζn )(X0, . . . ,Xn−1)Cn は，任意の nに対して (ζn )上では有理的である．また次の
補題によって，超越基底をうまく選ぶ事ができれば基礎体を (ζn )から  へ降下させる事が可能となる．
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Lemma 1. G を Sn の可移部分群，体 k′ を  ⊂ k′ ⊂ (ζn ) なる体とする．g1, . . . , gn ∈
k′(X0, . . . ,Xn−1)G に対して，(ζn )(X0, . . . ,Xn−1)G = (ζn )(g1, . . . , gn) が成り立つならば，
k′(X0, . . . ,Xn−1)G = k′(g1, . . . , gn)となる．
Proof. M := k′(g1, . . . , gn)とおくと，M ⊂ k′(X0, . . . ,Xn−1)G 及び
(ζn ) ·M = (ζn )(X0, . . . ,Xn−1)G
が成り立つ．よって [(ζn )(X0, . . . ,Xn−1)G : M ] ≤ [(ζn ) : k′] より主張が成立する．
例えば，位数 2n の二面体群 Dn に対する Noether問題は，ωn := ζn + ζ−1n としたとき，(ωn )上
において肯定解を持つことがよく知られている ([HM99],[Ri03],[CHK04]等参照)．実際，上記 Lemma
1を用いれば，以下のようにして確認できる．
si := c1,i, ti :=
c0,1c1,n−1
c1,n−i−1
,

i = 1, . . . ,
n− 1
2

とおくと，(2.1)より
(ζn )(X0, . . . ,Xn−1)Cn =





(ζn )

c0,1, si, ti

 1 ≤ i ≤ n− 1
2

, n ;奇数,
(ζn )

c0,1, c1,n−1, si, ti

 1 ≤ i ≤ n− 2
2

, n ;偶数,
となる．また，τ−1 と α−1 の不変体 (ζn )(X0, . . . ,Xn−1)Cn への作用は次のようになる．
τ−1, α−1 : c0,1 → c0,1, c1,n−1 → c1,n−1, si ←→ ti,

i = 1, . . . ,
n− 1
2

.
よって Lemma 1より，次のように Dn-不変体を得る：
(ωn )(X0, . . . , Xn−1)
Dn =






(ωn )

c0,1, ui, vi

 1 ≤ i ≤ n− 1
2

, n ;奇数,
(ωn )

c0,1, c1,n−1, ui, vi

 1 ≤ i ≤ n− 2
2

, n ;偶数,
但し，
u1 := s1 + t1, v1 := (s1 − t1)2, ui := si + ti, vi := (s1 − t1)(si − ti),

i = 2, . . . ,
n− 1
2

.
しかしながら， 上の Dn に対する Noether問題が任意の nに対して肯定解を持つかどうかは知られ
ていない．我々は次節において奇素数 p ≤ 23に対し， 上の Dp に対する Noether問題を，超越基底
を具体的に構成することによって肯定的に解決する．
f ∈ (ζn )(X0, . . . ,Xn−1)Cn に対して，[f ]conj := {f のKnCn 上共役 }, ι(f) := #[f ]conj とする．次
の補題はMasudaの定理を修正したものである．
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Lemma 2 ([Mas55],Theorem 2). (ζn )(X0, . . . ,Xn−1)Cn = (ζn )([fi]conj| 1 ≤ i ≤ t) な
る f1, . . . , ft ∈ (ζn )(X0, . . . ,Xn−1)Cn が存在すると仮定する．(ζn ) ∩ KnCn(fi) の  上の正規
底 ωi,1, . . . , ωi,ι(fi) に対して fi =
ι(fi)
j=1 ωi,jmj,i, (mj,i ∈ KnCn), i = 1, . . . , t ならば KnCn =


mj,i

 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ι(fi)

が成り立つ．
Proof. (ζn )([fi]conj| 1 ≤ i ≤ t) = (ζn )(mj,i

 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ι(fi)

と Lemma 1から従う．
Masudaは上記補題を
t
i=1 ι(fi) = nの場合に用いて，n = 5, 7, 11に対して具体的に fi を与えてい
る．しかしながら，無限個の素数 pに対して， 上の Cp に対する Noether問題は否定的解を持つこと
が知られている ([Vo73],[Le80])．よって
t
i=1 ι(fi) = nなる fi が存在しない次数 nは無限にある．
Lemma 2を Frobenius群 Fp,l に対して適用すると，Fp,l/Cp ∼= 〈τ (p−1)/lg 〉より
Kp
Fp,l = (m1,1 , . . . , mι(f1),1, · · · ,m1,t, . . . ,mι(ft),t)〈τ
(p−1)/l
g 〉
を得る．例えば，奇素数 p ≤ 11に対しては,
(ζp )(X0, . . . ,Xp−1)
Cp = (ζp )([c0,1]conj, [f2]conj), ι(f2) = p− 1 (2.2)
なる f2 ∈ (ζp )(X0, . . . ,Xp−1)Cp をとる事ができる．実際，p = 3, 5, 7, 11に対して，それぞれ f2 を
c1,1, c1,2, c1,3, c1,2 とすればよい．これより f2 =
p−1
i=0 aiζ
gi−1
p として
Kp
Cp = (X0 + · · ·+ Xp−1, a1, . . . , ap−1) (2.3)
なる等式を得て，さらに τg の KpCp への作用は置換
τg : a1 → a2 → · · · → ap−1 → a1 (2.4)
となる．(2.3),(2.4) より，奇素数 p ≤ 11に対する Theorem 1は以下の様に示される．
si := ai − ai+(p−1)/2, ti :=
ai + ai+(p−1)/2
ai − ai+(p−1)/2 , (i = 1, . . . ,
p− 1
2
) (2.5)
と置く．すると
Kp
Cp = (X0 + · · ·+ Xp−1, s1, . . . , s(p−1)/2, t1, . . . , t(p−1)/2)
が成立して，τg の KpCp への作用は以下で与えられる：
τg : s1 → s2 → · · · → s(p−1)/2 → −s1, t1 → t2 → · · · → t(p−1)/2 → −t1.
位数 2nの巡回群 C2n が Kn,2 = (X1 , . . . , Xn, Y1, . . . , Yn)に対して，
X1, → X2 → · · · → Xn → −X1, Y1 → Y2 → · · · → Yn → −Y1
として作用するとき，その不変体KC2nn,2 が (Y1 , . . . , Yn)
C2n 上有理的であることは，No-name Lemma
から理論的に保証されている ([Mi71],[JLY02, page 22]参照). さらに，具体的な超越基底も次のように
して与える事が可能である．
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Lemma 3. Kn,m = (X
(j)
0 , . . . ,X
(j)
n−1 | 0 ≤ j ≤ m−1)をmn変数有理関数体とする．C2nがKn,m
に変数の線型変換 : X(j)0 → X(j)1 → · · · → X(j)n−1 → −X(j)0 , (0 ≤ j ≤ m− 1)として作用するとき
Kn,m = 

X
(0)
0 , . . . ,X
(0)
n−1,Tr(X
(0)
0 X
(j)
0 ), . . . ,Tr(X
(0)
0 X
(j)
n−1)



1 ≤ j ≤ m− 1

となる，但し Trは C2n-作用によるトレース．よって Kn,mC2n は次のようにして得られる．
Kn,m
C2n = (X
(0)
0 , . . . ,X
(0)
n−1)
C2n

Tr(X
(0)
0 X
(j)
0 ), . . . ,Tr(X
(0)
0 X
(j)
n−1)



1 ≤ j ≤ m− 1

.
Proof. まず，j = 1, . . . ,m− 1に対して









Tr(X
(0)
0 X
(j)
0 )
Tr(X
(0)
0 X
(j)
1 )
...
Tr(X
(0)
0 X
(j)
n−1)









=









X
(0)
0 X
(0)
1 · · · X(0)n−1
X
(0)
n−1 X
(0)
0 · · · X(0)n−2
...
...
. . .
...
X
(0)
1 X
(0)
2 · · · X(0)0


















X
(j)
0
X
(j)
1
...
X
(j)
n−1









である事に注意する．よって，主張は巡回行列が正則であることから従う．
Lemma 3によって, (2.5)における si, ti に対し
u1 := Tr(s1t1), u2 := Tr(s1t2), . . . , u(p−1)/2 := Tr(s1t(p−1)/2)
と置けば，
Kp
Cp = (X0 + · · ·+ Xp−1, u1, . . . , u(p−1)/2, t1, . . . , t(p−1)/2)
であり τg はX0+ · · ·+Xp−1と ui には自明に作用する．これより，奇素数 p ≤ 11に対しては Theorem
1が成立する．また，上記議論から次の補題が得られる．
Lemma 4. C2n が Kn に X0 → X1 → · · · → Xn−1 → −X0 として作用するとき，その作用による
不変体 KnC2n の  上の超越基底が具体的に得られているとする．そのとき，C2n の K2n への巡回置
換による不変体 K2nC2n の  上の超越基底もまた具体的に構成できる．
このようにして，奇素数 p ≤ 11 に対する Theorem 1 は Masuda の方法を用いて比較的簡単に示
される．しかし，残念ながら (2.2) に於ける f1 = c0,1, f2 は p = 13 に対しては存在しない．この事
実は Endo-Miyata [EM73, page 18] によっても指摘されている．次節において，我々は Lemma 2を
t
i=1 ι(fi) > nなる場合に適用し，p ≥ 13における Frobenius群 Fp,l に対する  上の Noether問題
を考察する．
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3. Noether’s problem for F

with p ≤ 23
pを奇素数とする．この節では 13 ≤ p ≤ 23に対して，Theorem 1を示す．まず最初に，p ≤ 7に対
しては以下が成り立っていることに注意しておく．
(ζp )(X0, . . . ,Xp−1)
Cp = (ζp )(c0,1, [c1,(p−1)/2]conj).
ここからMasudaの方法によって，Cp に対する  上の Noether問題が肯定的であるという帰結を得る
(Section 2参照)．しかしながら，一般の pに対しては，Cp に対する  上の Noether問題が否定的で
ある場合が無限に存在するから，
(ζp )(X0, . . . ,Xp−1)
Cp ⊇ (ζp )(c0,1, [c1,(p−1)/2]conj) (3.1)
である．実際，p = 11, 13, 17, 19, 23に対して，(3.1) はそれぞれ 3, 5, 17, 27, 89次拡大である (Section
4参照)．我々は，まず体 (ζp )(c0,1, [c1,(p−1)/2]conj)に着目することにする．
Lemma 5. i = 1, . . . , p− 1に対して，yp−i, y2i ∈ (ζp )(c0,1, [c1,(p−1)/2]conj)(yi). 特に ∗p = 〈2〉で
あれば，(ζp )(X0, . . . ,Xp−1) = (ζp )(c0,1, [c1,(p−1)/2]conj)(y1) が成り立つ.
Proof. まず，ci,(p−1)i/2, c(p+1)i/2,p−i, c2i,p−i ∈ [c1,(p−1)/2]conj である. よって，
yp−i =
ci,(p−1)i/2 c(p+1)i/2,p−i
yi
, y2i =
yi c2i,p−i
yp−i
, (1 ≤ i ≤ p− 1). (3.2)
から主張が従う．
Masudaの方法 (Lemma 2)を用いる為には，(ζp )(X0, . . . ,Xp−1)Cp = (ζp )([fi]conj| 1 ≤ i ≤ t)を
満たす f1, . . . , ft を見つけなくてはいけない．次節に於いて，
3
i=1 ι(fi) = 2p− 1なる f1 = c0,1, f2, f3
の存在を主張する次の補題を，Lemma 5を用いて証明する．
Key Lemma 1. p を 13 ≤ p ≤ 23 なる奇素数，u ∈ ∗p , u ∈ {1, (p − 1)/2, p − 2, p − 1} とする．
(p, u) = (19, 7), (19, 11)を除いて，以下が成立する：
(ζp )(X0, . . . ,Xp−1)
Cp = (ζp )(c0,1, [c1,u]conj, [c1,(p−1)/2]conj), (3.3)
Remark 1. Key Lemma 1 の (p, u) = (19, 7), (19, 11) の場合，∗19 中で 11 = 7
−1 である事から，
[c1,7]conj = [c1,11]conj が分かる．このとき，

(ζ19 )(X0, . . . ,X18)
C19 : (ζ19 )(c0,1, [c1,7]conj, [c1,14]conj)

= 3
である事が直接計算によって確かめられる (Section 4.3参照)．
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Key Lemma 1における (ζp )(c0,1, [c1,u]conj, [c1,(p−1)/2]conj) に対して，Lemma 2を適用する．
c1,u = a1ζp + a2ζ
g
p + · · ·+ ap−1ζg
p−2
p , c1,(p−1)/2 = b1ζp + b2ζ
g
p + · · ·+ bp−1ζg
p−2
p ,
とおくと，不変体 KpCp の 2p− 1個の生成元が得られる：
Kp
Cp = (y0 , a1, . . . , ap−1, b1, . . . , bp−1) (3.4)
さらに，τg の KpCp への作用は以下のようになる．
τg : a1 → a2 → · · · → ap−1 → a1, b1 → b2 → · · · → bp−1 → b1.
Remark 2. p > 23なるいくつかの奇素数 pに対しても，Key Lemma 1 における c1,u の存在を示す
事はできる．特に p = 47に対しては，Cp に対する Noether問題は否定的である事が知られているが，
c1,u 及び (3.4)における K47C47 の 2 · 46 + 1 = 93個の生成元を得ることは可能である．
a ∈ ∗p \ {p− 1}に対して，
ι(a) := a−1, ρ(a) := p− 1− a
と定義する．例えば，p = 13に対して，
Orb〈ι,ρ〉(1) = {1, 6, 11},
Orb〈ι,ρ〉(2) = {2, 4, 5, 7, 8, 10},
Orb〈ι,ρ〉(3) = {3, 9}．
p = 13, 17, 19, 23に対しては，

∗
13 = {Orb〈ι,ρ〉(1),Orb〈ι,ρ〉(2),Orb〈ι,ρ〉(3), 12},

∗
17 = {Orb〈ι,ρ〉(1),Orb〈ι,ρ〉(2),Orb〈ι,ρ〉(3), 16},

∗
19 = {Orb〈ι,ρ〉(1),Orb〈ι,ρ〉(2),Orb〈ι,ρ〉(3),Orb〈ι,ρ〉(7), 18},

∗
23 = {Orb〈ι,ρ〉(1),Orb〈ι,ρ〉(2),Orb〈ι,ρ〉(3),Orb〈ι,ρ〉(4), 22}.
となる．また，a′ ∈ Orb〈ι,ρ〉(a)なるとき，
(ζp )

c1,a + cp−a,p−1
c1,a − cp−a,p−1

conj

= (ζp )

c1,a′ + cp−a′,p−1
c1,a′ − cp−a′,p−1

conj

が成り立つ．奇素数 p = 13, 17, 19, 23に対して，次の Key Lemma 2を示す事によって，Frobenius群
Fp,l に対する Noether問題を肯定的に解く事ができる．
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Key Lemma 2. (i) u ∈ Orb〈ι,ρ〉(2), p = 13, 17, 19, 23, または (ii) u ∈ Orb〈ι,ρ〉(3), p = 17, 23とす
る．このとき，以下が成り立つ．
(ζp )(X0, . . . , Xp−1)
Cp = (ζp )

c0,1,

c1,u + cp−u,p−1
c1,u − cp−u,p−1

conj
,

c1,(p−1)/2 − c(p+1)/2,p−1
 
conj

.
(3.5)
Remark 3. Key lemma 2 において，p = 13, 17, 19, 23に対して (i), (ii)以外の場合には，(3.5) は成
り立たない (cf. Section 4参照). さらに p = 29に対しては，条件 (3.5) を満たすような u ∈ ∗29 が存
在しない事が分かる．これが，本稿において p ≤ 23の場合だけしか扱えない理由である．
以下では，Key Lemma 2 を認めた上で Theorem 1 を示す．Lemma 2を (3.5) の u = 2に適用し，
η′1, . . . , η
′
p−1, ξ1, . . . , ξp−1 ∈ KpCp を次式によって定義する：
c1,2 + cp−2,p−1
c1,2 − cp−2,p−1 = η
′
1ζp + η
′
2ζ
g
p + · · ·+ η′p−1ζg
p−2
p , (3.6)
c1,(p−1)/2 − c(p+1)/2,p−1 = ξ1ζp + ξ2ζgp + · · ·+ ξp−1ζg
p−2
p .
これより KpCp = (η′1 , . . . , η
′
p−1, ξ1, . . . , ξp−1) を得る．τg の Kp
Cp への作用は
τg : η
′
1 → η′2 → · · · → η′p−1 → η′1, ξ1 → ξ2 → · · · → ξp−1 → ξ1.
一方，α−1(ζp) = ζ−1p なる α−1 ∈ Gal((ζp )/) に対して，
α−1

c1,2 + cp−2,p−1
c1,2 − cp−2,p−1

= − c1,2 + cp−2,p−1
c1,2 − cp−2,p−1 ,
α−1(c1,(p−1)/2 − c(p+1)/2,p−1) = −(c1,(p−1)/2 − c(p+1)/2,p−1)
が成り立つ．よって，
η′i = −η′i+(p−1)/2, ξi = −ξi+(p−1)/2, (i = 1, . . . , p− 12 )
であり，KpCp の  上の超越基底を得る：
Kp
Cp = (y0 , η
′
1, . . . , η
′
(p−1)/2, ξ1, . . . , ξ(p−1)/2). (3.7)
ここで τg の KpCp に対する作用は
τg : η
′
1 → η′2 → · · · → η′(p−1)/2 → −η′1, ξ1 → ξ2 → · · · → ξ(p−1)/2 → −ξ1
によって与えられる．Lemma 3より，
η1 := Tr(η
′
1ξ1), η2 := Tr(η
′
1ξ2), . . . , η(p−1)/2 := Tr(η
′
1ξ(p−1)/2),
但し Trは τg 作用によるトレース，とおくことで Theorem 1が得られる．
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4. Proof of Key Lemmas
素数 p = 13, 17, 19, 23に対して，Key Lemma 1及びKey Lemma 2を示す．ここではMain Theorem
の証明に必要な u = 2の場合に限定して示すが，他の場合も同様にして示す事ができる．
M := (ζp )(c0,1, [c1,2]conj, [c1,(p−1)/2]conj),
ai := αi(c1,2), bi := αi(c1,(p−1)/2), (1 ≤ i ≤ p− 1)
とする，但し αi ∈ Gal((ζp )/) は αi(ζp) = ζip なる元．このとき，
[c1,2]conj = {a1, . . . , ap−1}, [c1,(p−1)/2]conj = {b1, . . . , bp−1}
である. さらに，
Ai :=
ai
ap−i
, Bi := bi − bp−i, (i = 1, . . . , p− 1
2
)
と定義する．(ζp )(X0, . . . ,Xp−1)Cp ⊇ M であるので，(ζp )(X0, . . . ,Xp−1)Cp = M を主張するKey
Lemma 1を得るには，(ζp )(X0, . . . ,Xp−1) = M(y1) かつ yp1 ∈ M を示せばよい．さらに加えて，
M = (ζp )(A1, . . . , A(p−1)/2, B1, . . . , B(p−1)/2)
であることを示す．(ζp )(X) = (ζp )

X+1
X−1

である事に注意すれば，これより Key Lemma 2が従う．
4.1  = 13
p = 13とする．∗13 = 〈2〉であるので，Lemma 5より (ζ13 )(X0, . . . ,X12) = M(y1)となる．(3.2)
式より，
y2 =
b2 y
2
1
b1 b12
, y3 =
b42 b3 b
2
4 b8 y
16
1
b81 b5 b
2
9 b
4
11 b
8
12
, y4 =
b2 b4 y
4
1
b21 b11 b
2
12
, y5 =
b41 b5 b9 b
2
11 b
4
12
b22 b4 y
8
1
,
y6 =
b82 b3 b
4
4 b6 b
2
8 y
32
1
b161 b
2
5 b
4
9 b10 b
8
11 b
16
12
, y7 =
b82 b3 b
4
4 b6 b
2
8 y
33
1
b171 b
2
5 b
4
9 b10 b
8
11 b
16
12
, y8 =
b22 b4 b8 y
8
1
b41 b9 b
2
11 b
4
12
, (4.1)
y9 =
b21 b9 b11 b
2
12
b2 y41
, y10 =
b81 b5 b
2
9 b10 b
4
11 b
8
12
b42 b
2
4 b8 y
16
1
, y11 =
b1 b11 b12
y21
, y12 =
b1 b12
y1
,
及び
b162 b
2
3 b
8
4 b6 b
4
8 y
65
1 − b331 b45 b7 b89 b210 b1611 b3212 = 0 (4.2)
が得られる．ここから
[(ζ13 )(X0, . . . ,X12)
C13 : (ζ13 )(c0,1, [c1,6]conj)] = 5.
a1 = y1y2/y3 から y2, y3 を消去する事によって
a1 b
3
2 b3 b
2
4 b8 y
13
1 − b71 b5 b29 b411 b712 = 0 (4.3)
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を得る．よって y131 ∈ M であり，Key Lemma 1 が従う．(4.1),(4.3) を用いて，(4.2) 及び ai =
yiy2i/y3i, (2 ≤ i ≤ 12) から y1, . . . , y12 を消去することによって，次の ai, bj 達の関係式を得る事
ができる．
a51 b
3
3 b
2
4 b7 b8 b
2
10 − b21 b2 b5 b6 b29 b411 b312 = 0, a21 b3 b4 b10 − a2 b1 b6 b11 b12 = 0,
a41 a3 b
2
3 b
2
4 b8 b10 − b21 b2 b5 b6 b9 b311 b212 = 0, a1 a4 b3 − b5 b9 b11 = 0,
a21 b
2
3 b4 b8 b10 − a5 b1 b2 b9 b211 b12 = 0, a31 a6 b23 b4 b8 b10 − b21 b2 b6 b9 b211 b212 = 0, (4.4)
a21 a7 b3 b4 b8 b10 − b1 b6 b9 b211 b212 = 0, a21 a8 b3 b4 − b1 b5 b9 b11 b12 = 0,
a1 b3 b4 b8 − a9 b1 b11 b12 = 0, a1 a10 b4 − b6 b11 b12 = 0,
a31 b
2
3 b
2
4 b8 b10 − a11 b1 b5 b6 b9 b211 b212 = 0, a1 a12 b3 b10 − b1 b2 b11 b12 = 0.
Ai := ai/ap−i, (1 ≤ i ≤ 6) と置くと，M = (ζ13 )(y0, A1, . . . , A6, a7, . . . , a12, b1, · · · , b12) であり，
(4.4)から
a7 =
b3 b6 b9 b
2
11 b
2
12A
2
6
b1 b22 b4 b8 b10
, a8 =
b3 b5 b9 b11 b12 A
2
6
b1 b22 b4
, a9 =
b2 b4 b8
b11 b12 A6
, (4.5)
a10 =
b3 b6 b11 b12 A6
b1 b2 b4
, a11 =
b1 b
2
2 b4 b10
b3 b6 b11 b12 A2A26
, a12 =
b1 b2
b3 A1 A6
.
を得る．よってM = (ζ13 )(y0, A1, . . . , A6, b1, . . . , b12). ここで，Bi := bi − bp−i, (1 ≤ i ≤ 6)と置け
ば (4.4),(4.5) から次式を得る．
b7 =
B6
A1 A5 A6 − 1 , b8 =
B5
A2 A3 A5 − 1 , b9 =
A1 B4
−A1 + A4 A5 ,
b10 =
A4 A6B3
A3 −A4 A6 , b11 =
A4 B2
−A4 + A2 A6 , b12 =
A2 B1
−A2 + A1 A3 .
これより，M = (ζ13 )(y0, A1, . . . , A6, B1, . . . , B6) であり，p = 13に対する Key Lemma 2を得る．
4.2  = 17
p = 17とする．(3.2) より，
y2 =
b2 y
2
1
b1 b16
, y4 =
b2 b4 y
4
1
b21 b15 b16
, y8 =
b22 b4 b8 y
8
1
b41 b13 b
2
15 b
4
16
,
y16 =
b1 b16
y1
, y15 =
b1 b15 b16
y21
, y13 =
b21 b13 b15 b
2
16
b2 y41
, y9 =
b22b4 b8 y
9
1
b51 b13 b
2
15 b
4
16
かつ
b42 b
2
4 b8 y
17
1 − b91 b9 b213 b415 b816 = 0
が得られる．α3(ζ17) = ζ317 なる元 α3 ∈ Gal((ζ17 )/) に対して，α3(y1) = y3, α3(bi) = b3i である
ので (ζ17 )(X0, . . . ,X16) = M(y1, y3)かつ y171 , y
17
3 ∈ M を得る．a1 = y1y2/y3 から y2 を消去する事
で，次式を得る．
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b2 y
3
1 − a1 b1 b16 y3 = 0
よって，(ζ17 )(X0, . . . ,X16) = M(y1)かつ y171 ∈ M より Key Lemma 1が従う．p = 13の場合と同
様に，ai, bi 達の関係式が ai = yiy2i/y3i, (2 ≤ i ≤ 16)から y1, . . . , y16 を消去する事によって得られる．
そこで，Ai := ai/ap−i, (1 ≤ i ≤ 8)とおけば
a9 =
b41 b
6
2 b
3
4 b5 b
2
8 b
2
11 b
4
14
b43 b
2
6 b7 b9 b12 b
3
13 b
6
15 b
3
16 A
9
8
, a10 =
b53 b
2
6 b7 b
2
9 b12 b
3
13 b
7
15 b
4
16 A
10
8
b41 b
7
2 b
4
4 b5 b
2
8 b
2
11 b
4
14
,
a11 =
b53 b
3
6 b7 b
2
9 b
2
12 b
4
13 b
8
15 b
4
16 A
11
8
b51 b
8
2 b
4
4 b5 b
2
8 b10 b
2
11 b
5
14
, a12 =
b21 b
3
2 b
2
4 b5 b8 b10 b11 b
2
14
b23 b6 b9 b
2
13 b
4
15 b
2
16 A
5
8
, a13 =
b23 b6 b9 b
2
13 b
3
15 b
2
16 A
4
8
b21 b
3
2 b4 b5 b11 b
2
14
,
a14 =
b23 b6 b13 b
2
15 b16 A
3
8
b1 b22 b4 b8 b14 A3
, a15 =
b1 b
2
2 b4 b14
b3 b6 b15 b16 A2 A28
, a16 =
b1b2
b3A1A8
.
これより，M = (ζ17 )(y0, A1, . . . , A8, b1, · · · , b16)であり，Bi := bi − bp−i, (1 ≤ i ≤ 8)とおけば，さ
らに次式を得る．
b9 =
A4 A6 B8
A3 A7 A8 − A4 A6 , b10 =
A1 A8 B7
A4 A5 A7 − A1 A8 , b11 =
A2 A3 B6
A1 A4 A6 − A2 A3 ,
b12 =
A2 A8 B5
A4 A5 A6 − A2 A8 , b13 = −
A2 A3 A5 A7 B4
A2 A3 A5 A7 − A4 , b14 =
A1 A8 B3
A2 A3 A7 − A1 A8 ,
b15 =
A1 B2
A2 A5 A6 A7 − A1 , b16 =
A5 A6 B1
A1 A3 A8 −A5 A6 .
よって Key Lemma 2はM = (ζ17 )(y0, A1, . . . , A8, B1, . . . , B8)から従う．
4.3  = 19

∗
19 = 〈2〉より，(3.2)を用いて y2, . . . , y18 ∈ (ζ19 )(b1, . . . , b18)(y1)を得る．さらに，
b1282 b
64
4 b
4
7 b
32
8 b9 b
8
13 b
2
14 b
16
16 y
513
1 − b2571 b163 b25 b86 b10 b3211 b412 b6415 b12817 b25618 = 0
が成立する．よって，
[(ζ19 )(X0, . . . ,X18)
C19 : (ζ19 )(c0,1, [c1,9]conj)] = 27.
a1 = y1y2/y3 から y2, y3 を消去する事で，
b52 b
2
4 b8 y
19
1 − a1 b21 b3 b11 b215 b417 b918 = 0
が得られる．Key Lemma 1は y191 ∈ M である事から従う．Ai := ai/ap−i, Bi := bi− bp−i, (1 ≤ i ≤ 9)
と置く．p ≤ 17の場合と同様にして，次式が得られる：
a1 =
b1 b2
b3 A9
, b1 = − A4 A6 B1
A3 A5 A8 − A4 A6 , b2 =
A3 A8 A9 B2
A3 A8 A9 − A6 A7 , b3 = −
A4 B3
A1 A5 A7 A9 − A4 .
(4.6)
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任意の λ ∈ F ∗19 に対し，αλ(Ai), αλ(Bi) ∈ (ζ19 )(A1, . . . , A9, B1, . . . , B9), (1 ≤ i ≤ 9) である，
但し αλ は αλ(ζ19) = ζλ19 なる Gal((ζ19 )/) の元．よって (4.6) から a1, . . . , a18, b1, · · · , b18 ∈
(ζ)(A1 , . . . , A9, B1, . . . , B9). これより M = (ζ19 )(y0, A1, . . . , A9, B1, . . . , B9) となって，Key
Lemma 2が示された．
4.4  = 23
[∗23 : 〈2〉] = 2であるが，(3.2)を使うことで，y2, . . . , y22 ∈ (ζ23 )(b1, . . . , b22)(y1) が示される．さ
らに
b5122 b
4
3 b
256
4 b
2
6 b
128
8 b
32
9 b12 b
8
13 b
64
16 b
16
18 y
2047
1 − b10231 b165 b647 b810 b11 b3214 b12815 b217 b25619 b420 b51221 b102422 = 0
を得る．よって
[(ζ23 )(X0, . . . ,X22)
C23 : (ζ23 )(y0, [c1,11]conj)] = 89.
a8 = y1y8/y9 から y8, y9 を消去する事によって
b62 b
3
4 b
2
8 b16 y
23
1 − a8 b121 b15 b319 b621 b1222 = 0
が得られる．y231 ∈ M より Key Lemma 1が従う．Ai := ai/ap−i, Bi := bi − bp−i, (1 ≤ i ≤ 11)と置
くと，p ≤ 17の場合と同様の議論ができて，最終的に以下の式が得られる．
a8 =
b8 b16 A4
b1
, b1 =
A1 A3 A5 A11 B1
A1 A3 A5 A11 − A6 A7 A8 ,
b8 = − A1 A5 A8 B8
A2 A4 A6 A10 − A1 A5 A8 , b16 = −
A2 A3 A10 A11 B7
A2 A3 A10 A11 −A4 A7 A8 .
これは，M = (ζ23 )(y0, A1, . . . , A11, B1, . . . , B11) を示しており，Key Lemma 2が従う．
5. Explicit transcendental basis of K


 over Q
p を 13 ≤ p ≤ 23 なる奇素数とする．この節では，KpFp,l の  上の超越基底を具体的に構成する．
Theorem 1によって，Cp = 〈σp〉, Fp,l = 〈σp, τ (p−1)/lg 〉に対して，以下が得られていた．
Kp
Cp = (y0 , η1, . . . , η(p−1)/2, ξ1, . . . , ξ(p−1)/2) (5.1)
及び
Kp
Fp,l = (Kp
Cp)(Fp,l/Cp) = (y0 , η1, . . . , η(p−1)/2, ξ1, . . . , ξ(p−1)/2)
〈τ(p−1)/lg 〉.
また，(Fp,p−1/Cp) ∼= 〈τg〉の KpCp への作用は以下で与えられる：
τg : y0 → y0, η1 → η1, . . . , η(p−1)/2 → η(p−1)/2, ξ1 → ξ2 → · · · → ξ(p−1)/2 → −ξ1.
以上の準備から，位数 2pの二面体群 Dp に対しては以下が直ちに得られる．
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Theorem 2 (Noether’s problem for Dp). 13 ≤ p ≤ 23なる素数 pに対し，
Kp
Dp = (y0 , η1, . . . , η(p−1)/2, ξ
2
1 , ξ1ξ2, . . . , ξ1ξ(p−1)/2).
Proof. Dp = 〈σp, τ (p−1)/2g 〉であり，τ (p−1)/2g の KpCp へ作用は以下で与えられている．
τ (p−1)/2g : y0 → y0, η1 → η1, . . . , η(p−1)/2 → η(p−1)/2, ξ1 → −ξ1, . . . , ξ(p−1)/2 → −ξ(p−1)/2.
これより主張が従う．
Kp
Fp,l に対する  上の超越基底を，具体的に構成するために以下の補題を用意する．ρ2n ∈ Aut

(Kn)
を以下の位数 2nの線型変換とする．
ρ2n : X0 → X1 → · · · → Xn−1 → −X0.
Lemma 6. mを奇数とする．もしKm〈σm〉 が  上有理的であれば，Km〈ρ2m〉 もまた  上有理的で
ある．さらに，Km〈σm〉/ の超越基底を用いて，Km〈ρ2m〉/ の超越基底を具体的に構成することがで
きる．
Proof. まず 〈ρ2m〉 ∼= C2m ∼= Cm × C2 ∼= 〈ρ22m〉 × 〈ρm2m〉より，Km〈ρ2m〉 = (Km〈ρ
2
2m〉)〈ρ
m
2m〉 である事
に注意する．このとき，〈ρ22m〉の Km への作用は
ρ22m : X0 → X2 → · · · → Xm−1 → −X1 → −X3 → · · · → −Xm−2 → X0.
で与えられる．ここで，
zi := X2i, (0 ≤ i ≤ m− 1
2
), zj+(m+1)/2 := −X2j+1, (0 ≤ j ≤ m− 3
2
)
とおけば，Km = (z0 , . . . , zm−1)かつ，ρ22m の作用は z0 → z1 → · · · → zm−1 → z0 となる．仮定か
ら K〈σm〉m は  上有理的である．すなわち，gk() := gk(X0, . . . , Xm−1) ∈ Km, (k = 1, . . . ,m) が存
在して，K〈σm〉m = 

g1(), . . . , gm()

となる．よって
K
〈ρ22m〉
m = 

g1(), . . . , gm()

, 但し， = (z0, . . . , zm−1)
を得る．これより，Km〈ρ2m〉 = 

g1(), . . . , gm()
〈ρm2m〉 を考察すればよいことが分かった．ρm2m の
Km への作用は zi → −zi で与えられる．よって，ρm2m の 

g1(), . . . , gm()

への作用：gk() →
(−1)deg(gk)gk()を得る．これより，Km〈ρ2m〉/ の超越基底が具体的に得られる．
Lemma 4と Lemma 6によって，次を得る．
Proposition 1. mを奇数とする．Cm に対する  上の Noether問題が肯定解をもてば，C2m に対
する同問題も肯定解を持つ．特に，KmCm/ の超越基底を用いて，K2mC2m/ の超越基底が具体的に
得られる．
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5.1  = 13
次数 13の Frobenius群は以下で与えられる：
F13,12 = 〈σ13, τg〉, F13,6 = 〈σ13, τ 2g 〉, F13,4 = 〈σ13, τ 3g 〉, F13,3 = 〈σ13, τ 4g 〉, D13 = 〈σ13, τ 6g 〉.
τ ig, (i = 1, 2, 3, 4)の Kp
Cp への作用は
τg : ξ1 → ξ2 → ξ3 → ξ4 → ξ5 → ξ6 → −ξ1,
τ 2g : ξ1 → ξ3 → ξ5 → −ξ1, ξ2 → ξ4 → ξ6 → −ξ2,
τ 3g : ξ1 → ξ4 → −ξ1, ξ2 → ξ5 → −ξ2, ξ3 → ξ6 → −ξ3,
τ 4g : ξ1 → ξ5 → −ξ3 → ξ1, ξ2 → ξ6 → −ξ4 → ξ2.
となる．よく知られているように，
K3
〈σ3〉 = (U0 (), U1(), U2()), K2
〈ρ4〉 = (X20 + X
2
1 ,
X20 −X21
X0X1
), (5.2)
U0() := X0 + X1 + X2, U1() :=
Nr(X0 −X1)
Tr(X20 −X0X1)
, U2() :=
Nr(X0 + X1 − 2X2)
Tr(X20 −X0X1)
,
但し Nr,Trは σ3 作用に対するノルム，トレース．(5.2), Lemma 3, Lemma 6から次を得る．
Theorem 3 (Noether’s problem for F13,3, F13,4 and F13,6).
K13
F11,3 = (y0 , η1, . . . , η6, U0(), U1(), U2(),Tr(ξ1ξ2),Tr(ξ1ξ4),Tr(ξ1ξ6)),
K13
F11,6 = 

y0, η1, . . . , η6, U
2
0 (),
U1()
U0()
,
U2()
U0()
,Tr(ξ1ξ2),Tr(ξ1ξ4),Tr(ξ1ξ6)

,
但し， = (ξ1, ξ5,−ξ3)かつ Trは τ 4g -作用に対するトレース．
K13
F11,4 = 

y0, η1, . . . , η6, ξ
2
1 + ξ
2
4 ,
ξ21 − ξ24
ξ1ξ4
,Tr(ξ1ξ2),Tr(ξ1ξ5),Tr(ξ1ξ3),Tr(ξ1ξ6)

,
但し，Trは τ 3g -作用に対するトレースである．
K13
F13,12 に対しては，(2.5)の逆変換を用いれば
KC1313 = (y0 , a1, . . . , a12)
であって，F13,12/C13 が y0 → y0, a1 → a2 → · · · → a12 → a1 と作用するようにできる．C12 に対す
る Noether問題は肯定解を持つことが知られており，C12-不変体の  上の超越基底も具体的に構成可
能である (例えば [Ho05])．よって K13F13,12 の  上の超越基底も具体的に与えられる．
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5.2  = 17
17次 Frobenius群は以下で与えられる：
F17,16 = 〈σ17, τg〉, F17,8 = 〈σ17, τ 2g 〉, F17,4 = 〈σ17, τ 4g 〉, D17 = 〈σ17, τ 8g 〉.
τ ig, (i = 1, 2, 4)の Kp
Cp への作用は
τg : ξ1 → ξ2 → ξ3 → ξ4 → ξ5 → ξ6 → ξ7 → ξ8 → −ξ1,
τ 2g : ξ1 → ξ3 → ξ5 → ξ7 → −ξ1, ξ2 → ξ4 → ξ6 → ξ8 → −ξ2, (5.3)
τ 4g : ξ1 → ξ5 → −ξ1, ξ2 → ξ6 → −ξ2, ξ3 → ξ7 → −ξ3, ξ4 → ξ8 → −ξ4.
となる．Lemma 3 と (5.2) を用いて，K17F17,4 の  上の超越基底は構成できる．体の拡大 L/M が
stably rationalとは，変数 s1, . . . , sr が存在して L(s1, . . . , sr)がM 上有理的になることを言う．体の
拡大K8〈ρ16〉/ とK4〈ρ8〉/ は stably rational でない事が知られている (see [Vo98]). この事実と (5.3)
から “K17F17,16 及び K17F17,8 に対する  上の Noether 問題は否定的である” というよく知られた事
実 ([JLY02]参照)の直接的な証明が得られる．
[HHR]において，我々は K4〈ρ8〉 の構造を詳細に研究し，K4〈ρ8〉 の  上の生成元 5つを与えた．こ
の結果を用いて，K17F17,8 に対して， 上の 18 個の生成元を与える事は可能である．
5.3  = 19
19次 Frobenius群は以下で与えられる：
F19,18 = 〈σ19, τg〉, F19,9 = 〈σ19, τ 2g 〉, F19,6 = 〈σ19, τ 3g 〉, F19,3 = 〈σ19, τ 6g 〉, D19 = 〈σ19, τ 9g 〉.
また，τ ig, (i = 1, 2, 3, 6)の Kp
Cp への作用は以下の通りである．
τg : ξ1 → ξ2 → ξ3 → ξ4 → ξ5 → ξ6 → ξ7 → ξ8 → ξ9 − ξ1,
τ 2g : ξ1 → ξ3 → ξ5 → ξ7 → ξ9 → −ξ2 → −ξ4 → −ξ6 → −ξ8 → ξ1,
τ 3g : ξ1 → ξ4 → ξ7 → −ξ1, ξ2 → ξ5 → ξ8 → −ξ2, ξ3 → ξ6 →→ ξ9 − ξ3,
τ 6g : ξ1 → ξ7 → −ξ4 → ξ1, ξ2 → ξ8 → −ξ5 → ξ2, ξ3 → ξ9 → −ξ6 → ξ3.
(5.2), Lemma 3，Lemma 6を用いて，K19F19,6 , K19F19,3 に対する  上の超越基底が得られる．C9 に
対する  の Noether問題もまた肯定的であり，不変体の超越基底は例えば [Ho05] に与えられている．
これより，K19F19,18 ,K19F19,9 の  上の超越基底を具体的に構成することができる．
5.4  = 23
次数 23の Frobenius群は以下で与えられる：
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F23,22 = 〈σ23, τg〉, F23,11 = 〈σ23, τ 2g 〉, D23 = 〈σ23, τ 11g 〉.
τg, τ
2
g の Kp
Cp への作用は，それぞれ
τg : ξ1 → ξ2 → ξ3 → ξ4 → ξ5 → ξ6 → ξ7 → ξ8 → ξ9 → ξ10 → ξ11 → −ξ1,
τ 2g : ξ1 → ξ3 → ξ5 → ξ7 → ξ9 → ξ11 → −ξ2 → −ξ4 → −ξ6 → −ξ8 → −ξ10 → ξ1,
となる．Lemma 6とK11C11 の  上の超越基底を用いる事によって，K23F23,22 ,K23F23,11 に対する 
上の超越基底が具体的に得られる．
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